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组不等式的证明 

徐一博 指导老师 余水能 

(武汉二中，湖北武汉 430010) 

文【l】介绍了这样一组不等式： 

已知：zi∈R ，i：1，2，⋯， ，量∈N’，∑ =1， 

则 

1)旦( + )≥( +寺)。； i-I Z 
- 1 

2)Ⅱ( +1)≥( ·+1)。； 
i。I z ’ 

． ． 

3)
⋯

II(1 +zf-)≥(nt+ 

4)Ⅱ( l_一1)≥(，l‘一1)。 
j‘I Xi 

5)Ⅱ( 一霸)≥( 一 )。(此处 ≥3)． 
i-I Z ，l 

文【l】对5)给出了详细的初等证明，而对1)一 

4)未给出详尽的证明．本文则对前四个不等式进行 

证明．我们首先来证明两个引理． 

引理1 ai， ∈R 。i=1。2，⋯，，l，则Ⅱ(ai+ 
t0 I 

1 ● 1 ● 1 

6i)言≥(Ⅱ口 )言+(Ⅱ6i)言． 
i-I j-I · 

证明 此不等式等价于 

直( )i+直c ，{≤-． 
·

．

。

直( ) ≤ 壹 al， 
直‘ ){≤壹 ，(均值不等式) 

．

·

．鱼‘ ){+直‘ bt ．-1_≤ (杰 
+
i奎a i oi)= 喜a i ： ·，t=·，引一理·得 -I 十 ，l -I 十 ，l 

将引理l推广，又可得到下面引理2． 

引理2 ad∈R ，i=1，2，⋯， ，J=1，2，⋯， 

m，则 

fⅡ(暑n“)音≥_i善(iⅡ ) · ·I j-I j-I i-I 

． (Ⅱ )言 
证明 此不等式等价于姜 ≤1． 

· Ⅱ(∑口“)言 

● '

t 1 。I J。 ’ 

·

·

’

器 a；j lt 1 1 ≤撼 1 ’·’赫 iⅡ‘薹 ≤寺‘置羲 - J- J。I j- 

·

‘

壹器啭[ 
撼壹 

= 上
n i
妻
-lj
妻
=l ~a~ 

壹l 1‘n l· 
引理2=， 证． 
在下面的证明中，要用到下面的一个结论 ： 

令，(z) z+÷，z∈(0，+ )，对，(z)取导， 
厂(z)=1一z一 ． 

当z∈(0，1)时，_，一(z)=1一÷<0，，(z)单调 
减； 

当z∈(1，+一)时·／(z)=1一÷>0，，(z)单 
调增； 

当z=1时，厂(z)=0，，(z)在z=1时取最小 
值2． 

下面对1)～4)给出证明 

1)由引理1，直( -+去1／≥[(直墨){+ )由弓l理 ，Ⅱf l+÷l≥[(Ⅱzi)言+ i-I、 zi ‘‘l ’ 

(ifI-I上Xi) 
·

．

‘

(直 ) ≤ 壹墨= ≤-． 
由上结论，f(z)在 (0，1)上单调减，故 

，[( ) ]≥，( )，即 
( + 1 ≥ 故 

[( ){+鬲 ( + ) ． (Ⅱ
z ) 、 

{-l 

2)同样，运用引理1，有 

鱼( 1+1)≥ 
=([南『+ 
≥([森卜]I=(，l 一 

，●●●●j  

l  

+ 

l一̂  

l●I，  上 

。Ⅱ 
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。油弓哩-疽( + )≥[(毒 ) +(融){] 
= {f[(Ⅱ ‘)言]I ． 

1’1 

·

．-[(
i 1 

{]|≤[ 
i 1 ]|．÷ 。 ； ’ ，l I 。 n‘ 

．

·

．f[(直 ){]=f{[(直≈){]‘1≥，(÷)， ．’．[(Ⅱ ‘)言]={[(Ⅱ ) ]‘；≥，( l， ‘ ■ l0l 、 ， 
If[(

,Olxi') ≥[，(寺)] · 

即直( + )≥[，(÷)] =( + ) ． 
4)分二步证明． 

①量=1时，原不等式等价于 

i

责
=1(去一1 (，z 

由于直(去一·)=直( ) 
： 责 
i-1 Xi 

． ( 一1)(
。壶． ) ≥

Ⅱ————芷 =-L二一  

责f 1 l
。1、 ， 

Ⅱ f 
i-1 

； 一

， 【 Ⅱ J 

即量=1时4)成立 

②当量>1即量≥2时。由于 

(口 一1)=(口一1)(∑1口 )
。 

． ●一 

那么，直( 1一-)=直[(去一-)(善c去) ] 
■ ●一1 1 

≥(，z一1) Ⅱ[∑(÷) 由①) ． 
-1 j·0 f 

≥( 一)-．f ff}(丢) 1言11 一(由引理2) ≥(，l一)。·f∑IⅡ(三) f 一(由引理2) 
J-o Li-1≈ J ’’’。’一 

叫善(志 y『 

≥ 叫 I森『『 
= (，z一1) ( ) =[(，z一1)(∑1 )]一 ． rI ●一 

= (，l‘一1)一， 

即量≥2时4)成立 

综上则有4)成立． 

以上我们利用了引理1、引理2、均值不等式进 

行了整体上的调控，完成了对 1)～4)的证明．另外。 

我们还可以对此不等式的条件进行探索性推广： 

若∑毛≤1。 ∈R 。1)-5)仍然成立． 

我们只需对∑ <1给出证明． 

事实上，
． 

而= + <1，可选取 ，1> 
l0l l0l 

> (1) 

使∑ f+ =1， 

显然，1> ‘> ‘ (2) 

对于 1)，由(1)与上述结论户，知 f( )< 

，( ·即 + > + 。 、 

·

·

· (-- - -t+z,' (去 ( )· 
( +去)≥(，z+ ) 。 
即1)成立． 

即2)I4)，由(2)知，寺±1> ± 
．

·

．

i

责
=l( ±-)>[ 1±·] (寺±-)≥ 

(，l‘±1) 成立． 

对3’ 由(2)与结论 知，[( ) 】<，( )。 

即 毒 ，) 南 · 
．

·

．

i

责
=1( + ) 

>[南+c ]旦i-Ic + (，zI+÷)。 
成立， 

对于5)。由1)， <÷，一 <一 。。 

·

‘

·0< 一 <÷一 。 

·

·

·

1

i}
=1(去一≈)>(1 ，一 ~／~a -I(去一 )≥ 

( 一上)‘成立． 

例 已知：0<≈≤1。0< 奎 ≤1(，z>12 R‘ 
=1，2，⋯，，1)，． 

求证： I-[(1一 )≥(，z 一1) 直 ．(此题翦自 
[2]) 

此不等式等价于
i
责
= (上"ri1"ri一1)I≥(，z2～1)-． 

令Yi= ，有奎 ≤1，原不等式等价于 

直( 一· c n2-- ． 
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