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　　题目　设 a、b、c、x、y、z > 0 满足
cy + bz = a , az + cx = b , bx + ay = c.

求函数

f ( x , y , z) =
x

2

1 + x
+

y
2

1 + y
+

z
2

1 + z

的最小值.

将 x、y、z 用 a、b、c 表示 ,于是 ,以 a、b、
c 为边长可构成一个锐角 △ABC ,且

x = cos A , y = cos B , z = cos C.

问题转化为 :求
f ( A , B , C)

=
cos2

A
1 + cos A

+
cos2

B
1 + cos B

+
cos2

C
1 + cos C

①

的最小值.

解法 1 :猜想 ∠A = ∠B = ∠C =
π
3
时 ,

f ( A , B , C) =
1
2
为最小值.

下面用调整法寻找突破口.

设∠B + ∠C = ∠B′+ ∠C′,则
∠B′- ∠B = ∠C - ∠C′.

令 u = sin
C + C′

2
, v = sin

B + B′
2

,

　　M = (1 + cos B) (1 + cos B′) (1 + cos C) (1 + cos C′) .

则 f ( A , B , C) - f ( A , B′, C′)

= (cos B′- cos B) 1
(1 + cos B) (1 + cos B′) - 1 +

　(cos C′- cos C) 1
(1 + cos C) (1 + cos C′) - 1

=2sin
B′- B

2
-

sin
B + B′

2
(1 + cos B) (1 + cos B′) +

　
sin

C + C′
2

(1 + cos C) (1 + cos C′) +

　sin
B + B′

2
- sin

C + C′
2

=
2sin

B′- B
2

M
sin

C + C′
2

cos
B + B′

2
+cos

B - B′
2

2

-

　sin
B + B′

2
cos

C + C′
2

+ cos
C - C′

2

2

+

　M sin
B + B′

2
- sin

C + C′
2

=
2sin

B′- B
2

M
u (1 - v

2 ) - v (1 - u
2 ) +

2cos
B - B′

2
sin

C + C′
2

·cos
B + B′

2
-

sin
B + B′

2
·cos

C + C′
2

+

( u - v) cos2 B - B′
2

- M

　　=
2sin

B′- B
2

M
( u - v) (1 + uv + cos

2 B - B′
2

- M) +

　2cos
B - B′

2
·sin

C + C′- B - B′
2

=
4sin

B′- B
2

·sin
C + C′- B - B′

4
M

·

　 cos
B + C

2
1 + sin

B + B′
2

·sin
C + C′

2
+
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　cos2 B - B′
2

- M +

　2cos
B - B′

2
·cos

C + C′- B - B′
4

. ②

记 cos
B + C

2
1 + sin

B + B′
2

·sin
C + C′

2
+

cos
2 B - B′

2
- M + 2cos

B - B′
2

·cos
C + C′- B - B′

4

为式 ③.

要使式 ②恒不小于 0 ,对于一种特定调

整 ( 如 使 ∠B ≤ ∠B′≤ ∠C′≤ ∠C ) ,

1
M

sin
B′- B

2
·sin

C + C′- B - B′
4

符号不变 ,

此时只要求 ,当 ∠B 、∠C 在特定范围内变动
时 ,式 ③的符号一定.

由抽屉原理 , ∠A 、∠B 、∠C 中必有二者

在[0 ,φ]或 [φ ,
π
2

]内. 为了运用前面的调整

结果 ,先求出可能的φ. 不妨令 ∠B = ∠B′=

∠C = ∠C′=φ ,并使式 ③= 0. 则
cos φ[1 + sin

2φ+ 1 - (1 + cos φ) 4
] + 2 = 0 ,

(cosφ+1)2 (cos
3φ+2cos

2φ+2cosφ- 2) =0.

所以 ,cos φ>
1
2

,φ<
π
3

,且

cos φ(1 + cos φ) 2
= 2 - cos φ.

那么 ,

(1) 对于 ∠B 、∠C ∈[φ,
π
2

] ,不妨设

φ≤∠B ≤∠B′= ∠C′≤∠C ,则

sin
B′- B

2
·sin

C + C′- B - B′
4

≥0.

对于式 ③,若

　　1 + sin
B + B′

2
·sin

C + C′
2

+ cos2 B - B′
2

- M ≥0 ,

则式 ③≥0 显然成立.

否则 ,令 t = cos
B - B′

2
∈[0 ,1 ] . 于是 ,

式③≥cos φ[1 + sin
2φ+ cos

2 B - B′
2

-

(cos
C + C′

2
+ cos

B - B′
2

) 2·

(cos
B + B′

2
+ cos

B - B′
2

) 2
] +

2cos2 B - B′
2

≥cos φ(1 + sin
2φ) + (cos φ+ 2) t

2
-

　cos φ(cos φ+ t) 4

= y ( t) .

求导可知 y ( t)在[0 ,1 ]上递减. 则

式③≥cos φ[2 + sin
2φ- (1 + cos φ) 4

] + 2 = 0.

故式 ②≥0 ,

f ( A , B , C) ≥f A ,
π- A

2
,
π- A

2
≥1

2
.

(2) 对于 ∠B 、∠C ∈[ 0 ,φ] ,不妨设 ∠B

≥∠C , ∠B′=φ, ∠C′= ∠B + ∠C - φ. 则

sin
B′- B

2
·sin

C + C′- B - B′
4

≤0 ,

且 　1 + sin
C + C′

2
·sin

B + B′
2

+ cos
2 B - B′

2
- M

< 3 - (1 +
1
2

) 4
< 0.

故式 ③≤cos φ[1 +
1
2

cos( B - C′) -

　1
2

cos ( B + C) + 1 - (1 + cos φ) 4
] + 2

　　≤cos φ[2 +
1
2

-
1
2

cos 2φ- (1 + cos φ) 4
] + 2

= 0.

于是 ,式 ②≥0 ,

f ( A , B , C) ≥f ( A ,φ ,π- A - φ)

≥f (
π- C′

2
,
π- C′

2
, C′) ≥1

2
,

其中 , ∠C′=π- ∠A - φ ,以上借用了 (1) .

综上 ,式 ①的最小值为 1
2

.

解法 2 :先证明一个引理.

引理 　设 f ( x) 是定义在 [ a , b ]上连续
严格上凸函数 ,则 F ( x1 , x2 ) = f ( x1 ) + f ( x2 )

的最值为

Fmax = 2 f
x1 + x2

2
,

Fmin = f ( a) + f ( x1 + x2 - a)

或 　Fmin = f ( b) + f ( x1 + x2 - b) .

其中 , x1 + x2 为定值.

引理的证明 :当 a < x1 ≤x2 < b 时 ,对ε

> 0 充分小 ,有
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F ( x1 - ε, x2 +ε) - F ( x1 , x2 )

= f ( x1 - ε) + f ( x2 +ε) - f ( x1 ) - f ( x2 ) .

令 x′1 = x1 - ε, x′2 = x2 +ε, h = x2 - x1

≥0. 存在λ=
ε

ε+ h
∈[0 ,1 ] ,使

x2 =λx1 + (1 - λ) x′2 , x1 =λx2 + (1 - λ) x′1 ,

其中 ,λ≠0.

当λ= 1 ,即 x1 = x2时 ,由 f ( x)上凸 ,有

2 f ( x1 ) > f ( x′1 ) + f ( x′2 ) .

则 F ( x′1 , x′2 ) < F ( x1 , x2 ) .

对λ∈(0 ,1) , 由 f ( x)上凸 ,有
f ( x2 ) = f (λx1 + (1 - λ) x′2 )

>λf ( x1 ) + (1 - λ) f ( x′2 ) ,

f ( x1 ) = f (λx2 + (1 - λ) x′1 )

>λf ( x2 ) + (1 - λ) f ( x′1 ) ,

则 f ( x1 ) + f ( x2 ) > f ( x′1 ) + f ( x′2 ) ,即

F ( x′1 , x′2 ) < F ( x1 , x2 ) .

所以 , Fmin 为 f ( a) + f ( x1 + x2 - a) 与

f ( b) + f ( x1 + x2 - b) 中有意义的一个 , 而

Fmax为琴生不等式结果.

下面证明原题.

对 g ( x ) =
cos

2
x

1 + cos x
求二次导后发现 ,

g ( x)在 (0 ,
π
2

)内先严格上凸后严格下凸 ,分

界角为φ. 而 ∠A 、∠B 、∠C 中必有二角在

[0 ,φ]或[φ,
π
2

]内.

(1)若 ∠B = ∠C =
π- ∠A

2
,则

f ( A , B , C) = f ( A ,
π- A

2
,
π- A

2
)

为关于 ∠A 的一元函数 ,此时 ,易得

f ( A ,
π- A

2
,
π- A

2
) ≥1

2
,

仅在∠A =
π
3
时取 ;

(2)若 ∠B 、∠C ∈[φ ,
π
2

] ,由琴生不等

式得

f ( A , B , C) ≥f ( A ,
B + C

2
,
B + C

2
)

= f ( A ,
π- A

2
,
π- A

2
) ≥1

2
;

(3)若 ∠B ≥∠C 在 [ 0 ,φ]内 ,由引理与
(2)知

f ( A , B , C) ≥f ( A ,φ ,π- A - φ)

≥f (
π- C′

2
,
π- C′

2
, C′) ≥1

2
,

其中 , ∠C′=π- ∠A - φ.

综上知 f (A ,B ,C)min = f (
π
3

,
π
3

,
π
3

) =
1
2

.

编者注 :此文中的解法 2 是我们收到的
最早的正确解法.
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